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 Tugas Akhir ini membahas tentang penyebaran penyakit fatal menggunakan model 
SIR. Pada model ini diasumsikan terjadi kelahiran dan kematian alami dalam populasi, 
kematian akibat penyakit yang dibicarakan dan juga terjadi migrasi. Hasil yang diperoleh 
yaitu jika            dan jika  
 
(       )
              titik 
kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik, sebaliknya jika             
  dan jika            titik kesetimbangan endemik penyakit stabil asimtotik. 
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1.1  Latar Belakang 
Penyebaran penyakit merupakan masalah serius yang dihadapi oleh 
masyarakat karena dapat menimbulkan kematian. Dampak kematian akibat 
penyakit menimbulkan kerugian besar sehingga sangat meresahkan 
masyarakat. Penyakit yang dapat menimbulkan kematian atau disebut juga 
penyakit fatal banyak jenisnya, dan beberapa contoh di antaranya adalah 
Demam Berdarah, HIV dan Tuberculosis, dan lain-lain. Ketiga penyakit ini 
termasuk jenis penyakit menular. Penyebaran penyakit-penyakit menular 
tersebut dipengaruhi diantaranya oleh kepadatan penduduk, migrasi dan lain-
lain. 
 Migrasi atau perpindahan penduduk dari suatu wilayah ke wilayah lain 
merupakan fenomena yang pasti terjadi. Migrasi terbagi dua, yakni emigrasi 
dan imigrasi. Emigrasi adalah keluarnya penduduk dari satu wilayah/daerah 
tertentu ke wilayah/daerah lain. Sedangkan imigrasi adalah sebaliknya, 
masuknya penduduk dalam populasi dari wilayah lain. Migrasi dapat 
mempengaruhi penyebaran penyakit karena banyaknya orang-orang yang 
tidak kebal yang datang dari daerah lain (seperti pengungsi, migrasi ekonomi, 
atau turis) bisa menjadi penyebab berjangkitnya penyakit menular ke daerah 
baru yang dimasuki  (Purba E.M, 2007). Untuk memprediksi hal tersebut, 
dapat dilakukan dengan pemodelan matematika. 
Pemodelan matematika merupakan salah satu penerapan Ilmu Matematika 
yang dapat memodelkan berbagai penyebaran penyakit karena matematika 
dapat digunakan sebagai alat untuk memprediksi penyebaran penyakit, baik 
untuk penyakit fatal (menyebabkan kematian) maupun yang tidak fatal (tidak 
menyebabkan kematian). 
 Model SIR adalah model dasar tentang penyebaran penyakit. Model dasar 
penyebaran penyakit ini pertama kali dirumuskan oleh Kermack dan 
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McKendrick pada tahun 1927 (Pratiwi N dan Kartono, 2008). Model SIR 
adalah model penyebaran penyakit yang membagi populasi total (N) menjadi 
tiga kelas, yaitu kelas susceptible (S) merupakan jumlah individu yang rentan 
terhadap penyakit dan mudah ditulari penyakit, infected (I) adalah kelas yang 
didalamnya terdapat individu yang terinfeksi penyakit dan mampu 
menularkan penyakit, dan  recovered (R) adalah jumlah individu yang telah 
sembuh dari penyakit dan telah mengalami kekebalan tubuh terhadap 
penyakit (imunitas). SIR berkembang menjadi beberapa model matematika di 
antaranya yaitu model SEIR, MSEIR, SIS, SIAR dan IA.  
Adapun penelitian tentang model penyebaran penyakit yang berhubungan 
dengan model SIR antara lain adalah penelitian dengan judul Pembuatan 
model matematika dengan software untuk penghitung tingkat vaksinasi pada 
penyebaran penyakit menular  tahun 2005  karangan Asep K. Supriatna dkk 
yang membahas model penyebaran penyakit dengan model SIR dan SIS 
dengan hasil diperoleh tingkat vaksinasi untuk beberapa keadaan, dan jurnal 
matematika yang berjudul Model SIR Penyakit Tidak Fatal tahun 2007 
karangan Husni Tamrin dkk, yang membahas penyebaran penyakit tidak fatal 
menggunakan model SIR dengan asumsi populasi tertutup atau tidak ada 
proses migrasi dengan kesimpulan bahwa titik kesetimbangan bebas penyakit 
stabil asimtotik jika β < α + μ, dan titik kesetimbangan endemik penyakit 
stabil asimtotik jika          . 
 Berdasarkan keterangan yang telah diuraikan di atas, maka penulis tertarik 
untuk mengulas tentang model SIR dengan beberapa asumsi seperti adanya 
kelahiran dan kematian alami yang dapat mempengaruhi penyebaran penyakit  
dalam suatu populasi, selain itu penulis juga menambahkan asumsi  adanya 
migrasi konstan serta kematian akibat penyakit yang dibicarakan, dengan 
judul Kestabilan Titik Equilibrium Model SIR (Susceptible, Infected, 





1.2  Rumusan Masalah 
Rumusan masalah pada tugas akhir ini adalah “Menentukan kestabilan 
titik equilibrium model penyebaran penyakit fatal dengan menggunakan 
model SIR  dan proses migrasi”. 
1.3  Batasan Masalah 
Permasalahan ini hanya dibatasi pada pembahasan mengenai model 
matematika untuk kestabilan titik equilibrium penyebaran penyakit fatal 
menggunakan model SIR dan dengan migrasi. 
1.4  Tujuan Penelitian 
 Tujuan dari penelitian tugas akhir ini antara lain : 
a. Untuk menganalisa perkembangan penyebaran penyakit fatal melalui 
model penyebaran penyakit yaitu model SIR dengan kelahiran dan 
kematian, dan dengan migrasi. 
b. Mengetahui bentuk model SIR Penyakit Fatal dengan migrasi atau 
diagram tranfernya. 
c. Memperoleh titik equilibrium (kesetimbangan) model SIR tersebut dan 
kestabilan titik kesetimbangannya.  
1.5  Manfaat Penelitian 
 Manfaat yang dapat diambil dalam penelitian ini adalah: 
a. Menambah wawasan yang mendalam tentang pemodelan matematika, 
khususnya mengenai model SIR dan penerapannya. Dapat memodelkan 
penyebaran penyakit fatal menggunakan model SIR dengan migrasi, 
mengetahui perilaku penyebaran penyakit dan laju penyebarannya. 
b. Memperoleh ilmu pengetahuan bagi kita semua khususnya tentang 
kestabilan titik equilibrium model SIR penyakit fatal dengan migrasi, dan 
sebagai sarana informasi bagi pembaca serta dapat dijadikan bahan 





1.6  Sistematika Penulisan 
Sistematika penulisan tugas akhir ini terdiri dari beberapa  bab yaitu : 
  Bab I Pendahuluan 
Bab ini berisikan latar belakang masalah, rumusan masalah, 
batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan 
sistematika penulisan. 
  Bab II Landasan Teori 
Bab ini berisikan landasan teori yang digunakan, seperti sistem 
persamaan diferensial, titik kesetimbangan (equilibrium), 
kestabilan titik kesetimbangan, matriks Jacobian, nilai eigen dan 
model SIR.                       
Bab III  Metodologi 
Bab ini berisikan langkah-langkah yang penulis gunakan untuk 
menyelesaikan kestabilan titik equilibrium model SIR penyakit 
fatal dengan migrasi. 
Bab IV Pembahasan 
Bab ini berisikan pembahasan mengenai model matematika untuk 
memodelkan penyebaran penyakit fatal menggunakan model SIR 
dengan migrasi dan menentukan kestabilan titik equilibrium, yang 
terdiri dari : asumsi-asumsi dalam model, model SIR, titik  
kesetimbangan penyakit (equilibrium), kestabilan titik 
kesetimbangan penyakit dan simulasi. 
Bab V Penutup 
Bab ini berisikan kesimpulan dari seluruh uraian pada pembahasan 






2.1  Sistem Persamaan Diferensial 
Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang melibatkan turunan 
dari satu atau lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas, 
sedangkan sistem persamaan diferensial terdiri dari beberapa (dua atau lebih) 
persamaan diferensial. 
Diberikan  sistem persamaan diferensial : 
 
       ̇                      (2.1) 
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Sistem persamaan diferensial (2.1) dapat ditulis dalam bentuk sistem 
persamaan berikut:  
   
  
 =                
   
  
 =                
                                                                                                                   (2.2)                                                            
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dengan    adalah fungsi nonlinear, untuk          .  
Jika            pada sistem (2.2) masing-masing linear dalam 
           , maka sistem persamaan diferensial (2.2) tersebut dapat 
dikatakan linear. Dan jika sistem (2.2) linear, maka sistem persamaan 
diferensial (2.2) tersebut dapat ditulis dalam bentuk :   
      ̇                      
     ̇                           (2.3) 
              
     ̇                      
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Kemudian sistem persamaan diferensial (2.3) dapat ditulis dalam bentuk : 
                                     ̇    , 
       dengan   matriks ukuran     dan            . 
Definisi 2.1 (Perko, 1991) Diberikan E   ,   himpunan terbuka, dan 
         ,          . Vektor       
  disebut penyelesaian sistem 
(2.1) pada interval I jika      diferensiabel pada I dan 
  
  
         untuk 
setiap     dan        . 
 
2.2  Titik Kesetimbangan (Equilibrium)  
 Suatu sistem yang tidak berubah sepanjang waktu dapat disebut 
setimbang, dan kesetimbangan pada populasi dapat diartikan sebagai “ jumlah 
populasi tersebut tidak berubah sepanjang waktu”. Berikut didefinisikan titik 
kesetimbangan (equilibrium) dari sistem (2.1) : 
Definisi 2.2 (Perko, 1991)        ̅      disebut titik kesetimbangan (titik 
equilibrium) dari sistem (2.1)         ̅   . 
Model penyebaran penyakit umumnya mempunyai dua titik 
kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 
kesetimbangan endemik penyakit. Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah 
suatu kondisi dimana tidak ada lagi penyakit yang menyerang dalam populasi 
atau dapat dikatakan tidak ada individu yang terinfeksi penyakit. Sebaliknya, 
sedangkan titik kesetimbangan endemik penyakit adalah suatu kondisi 
dimana penyakit selalu saja ada dalam populasi tersebut, berarti selalu ada 
saja individu yang terinfeksi penyakit. 
  
2.3  Kestabilan Titik Kesetimbangan 
 Kestabilan titik kesetimbangan dikenal sebagai konsep perilaku sistem 
pada titik kesetimbangan (equilibrium). Kestabilan tersebut merupakan 
pengetahuan untuk menggambarkan perilaku sistem.  
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Di bawah ini diberikan definisi matematis mengenai kestabilan titik 
kesetimbangan (equilibrium): 
 Definisi 2.3 (Hale, 1991) Titik kesetimbangan (equilibrium)  ̅     dari 
sistem (2.1) dikatakan : 
a. Stabil lokal jika untuk setiap     terdapat     sedemikian hingga 
untuk setiap solusi sistem (2.1)      yang memenuhi ‖       ̅‖    
maka berakibat ‖      ̅‖    untuk setiap     . 
b. Stabil asimtotik lokal jika titik equilibrium  ̅     stabil dan terdapat   
bilangan      sehingga untuk setiap solusi      yang memenuhi 
‖       ̅‖     maka berakibat             ̅. 
c. Tidak stabil jika titik equilibrium  ̅     tak memenuhi (a) . 
 Keterangan di atas menjelaskan tentang kestabilan di dekat titik 
kesetimbangan yang bersifat lokal saja. Untuk kestabilan globalnya, maka 
dapat ditentukan melalui pernyataan berikut ini:  
“Jika untuk sembarang titik awal, solusi sistem persamaan diferensial      
berada dekat dengan titik equilibrium  ̅      maka titik equilibrium  ̅     
stabil global. Namun jika untuk sembarang titik awal solusi sistem persamaan 
diferensial      berada dekat dengan titik equilibrium  ̅     dan untuk   
membesar menuju tak hingga      konvergen ke  ̅    , maka titik 
equilibrium  ̅     stabil asimtotik global”. 
      Dibutuhkan metode lain yang lebih mudah penerapannya dalam 
penentuan kestabilan didekat titik equilibrium. Metode tersebut adalah 
metode linearisasi. Metode linearisasi digunakan untuk mengetahui perilaku 
sistem persamaan diferensial yang tidak dapat ditentukan penyelesaian 
eksaknya. Dan sifat kestabilan titik equilibrium pada sistem (2.1) dapat 
didekati dengan menggunakan metode linearisasi ini. Sebelum penyelesaian 
dengan metode linearisasi, maka perlu ditentukan terlebih dahulu matrik 
Jacobian di titik  ̅. Sebab, penyelesaian dengan metode linearisasi hanya 




2.4. Matriks Jacobian 
Definisi 2.4 (Hale, 1991) Diberikan             pada sistem (2.1) di atas 
dengan     
              . 
Matriks : 






   
   
    
   
   
   
   
   
   
    
   
   







  dinamakan matriks Jacobian dari  di titik  . 
     Selanjutnya, akan dilakukan penyelesaian dengan metode linearisasi. 
Berikut ini definisi metode linearisasi : 
 Definisi 2.5 (Meiss, 2007)  Sistem  ̇   (   ̅ )  disebut linearisasi sistem 
      di   ̅ . 
  Setelah proses linearisasi dilakukan pada sistem (2.1), kemudian perilaku 
kestabilan di sekitar titik equilibrium dapat ditentukan. Kestabilan dari titik 
equilibrium pada sistem (2.1) dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen 
matriks Jacobian pada metode linearisasi. Nilai eigen tersebut dapat 
ditentukan melalui persamaan karakterisrik dari matriks Jacobian di titik  ̅.  
2.6 Nilai Eigen 
Kriteria kestabilan titik equilibrium pada sistem (2.1) disajikan pada 
teorema di bawah ini : 
Teorema 2.1  (Wiggins, 1990)  
a) Jika semua nilai eigen dari matriks jacobian      ̅   mempunyai bagian 
real negatif, maka titik equilibrium  ̅ dari sistem (2.1) stabil asimtotik. 
b) Jika terdapat nilai eigen dari matriks      ̅   mempunyai bagian real 
positif, maka titik equilibrium  ̅ dari sistem (2.1) tidak stabil. 
  Jika persamaan karakteristik yang diperoleh cukup rumit untuk mencari 
akar-akar karakteristiknya yaitu dengan nilai eigen matrik, maka untuk 
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menentukan apakah nilai eigen bernilai negatif dapat menggunakan kriteria 
Routh-Hurwitz.  
Teorema 2.2 Kriteria kestabilan Routh-Hurwitz  
Diberikan persamaan karakteristik            
              . 
Untuk n=2, kondisi Routh-Hurwitz sebagai berikut :          . Untuk 
n=3, kondisi Routh-Hurwitz sebagai berikut :                  . Jika 
kriteria Routh-Hurwitz terpenuhi, maka titik ekuilibrium stabil asimtotik 
lokal. 
Di bawah ini akan diberikan bentuk khusus mengenai kestabilan titik 
kesetimbangan untuk sistem linear dengan 2 persamaan. 











 ),                      (2.4) 
dengan       dan   konstan.  
Misalkan   nilai eigen dari Matriks   (
  
  
), maka diperoleh persamaan 
karakteristik : 
                                  (2.5) 
Berdasarkan  persamaan (2.5) di atas, diperoleh: 
      




       
  √     
 
     
dengan        dan        . 
 Stabilitas sistem linier (2.1) dapat diterangkan sebagai berikut: 
1).     real dan berbeda jika    
        
 a.      sama tanda jika     : 
     semua positif jika      tidak stabil. 
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     semua negatif jika      stabil. 
 b.      beda tanda jika      tidak stabil. 
 c. Salah satu dari      nol, jika    . 
 Akar lainnya positif jika      tidak stabil. 
 Akar lainnya negatif jika      stabil netral. 
2).     real dan sama jika    . 
 a.      sama tanda : 
 Keduanya positif jika      tidak stabil. 
 Keduanya negatif jika      stabil. 
  b.        , bila      tidak stabil. 
3).      kompleks bila    . 
  a. Re      sama tanda : 
 Re      semua positif bila      tidak stabil. 
 Re      semua negatif bila      stabil. 
   b. Re      bila      stabil netral 
 
2.7 Model SIR 
  Pemodelan matematika merupakan salah satu terapan dari ilmu 
matematika yang dapat digunakan untuk mendeskripsikan permasalahan-
permasalahan yang terjadi dalam kehidupan sehari-hari ke dalam bentuk yang 
matematis. Dengan pemodelan matematika, permasalahan-permasalahan 
tersebut akan menjadi lebih mudah untuk diselesaikan. 
Beberapa model matematika untuk memodelkan penyebaran penyakit 
antara lain : Model SIR, SIS, SEIR, SIAR. Dari model-model tersebut dapat 
dibuat persamaan-persamaan yang dapat mendeskripsikan  keadaan-keadaan 
dari suatu penyebaran penyakit menular atau mewabah yang sedang 
dibicarakan. Dan salah satunya yaitu model SIR, yang merupakan model 
matematika untuk memodelkan penyebaran penyakit, bisa menggambarkan 
kondisi tersebut.  
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Di bawah ini akan diberikan contoh model SIR yang tidak menimbulkan 
kematian seperti jurnal yang dibahas Husni Tamrin dkk tentang model SIR 
penyakit tidak fatal, yang diasumsikan memiliki jumlah tetap dan dalam satu 
periode, dalam populasi terjadi proses kelahiran dan kematian, dengan laju 
kelahiran sama dengan laju kematian. Pada model ini diasumsikan bahwa 
individu yang lahir masuk ke kelas susceptible dan jumlah populasi konstan 
dengan   adalah proporsi individu susceptible,   adalah proporsi individu 
infected, dan   adalah proporsi individu recovered sehingga jumlah proporsi 
       . 
  Asumsi-asumsi pada model: 
 Populasi tertutup (tidak ada proses migrasi). 
 Dalam populasi terjadi proses kelahiran dan kematian dengan laju 
kelahiran dan  kematian sama, dan dinyatakan dengan    . 
 Penyakit dapat disembuhkan. 
 Setiap individu yang belum terserang penyakit masuk ke subpopulasi 
susceptible (rentan terserang). 
 Laju penularan penyakit dari susceptible menjadi infected adalah konstan, 
dan dinyatakan dengan    . 
 Laju kesembuhan penyakit dari Infected menjadi recovered adalah 
konstan, dan dinyatakan dengan    . 
 Individu yang sembuh mempunyai kekebalan tubuh (imunitas). 
Berdasarkan asumsi-asumsi di atas, maka didapat diagram alir model SIR 
seperti gambar di bawah ini :              
    
               β                              α 
           
   
                       
Gambar 2.1 Model SIR penyakit tidak fatal 
S I R 
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Berdasarkan model pada gambar (2.1) diagram alir di atas, maka diketahui 












               (2.6c) 
dengan         .  
Penyelesaian sistem (2.6) adalah himpunan    {                
 } dengan           Oleh karena        , dan   (pada persamaan 
2.6c) dapat diperoleh nilainya setelah I dan S ditentukan maka persamaan 








                  
dengan       . 
Solusi sistem (2.7) adalah himpunan    {                    }. 
Setelah diperoleh sistem persamaan differensial dari model di atas, 
selanjutnya akan ditentukan titik kesetimbangan (equilibrium). Pada titik 
kesetimbangan tersebut, akan dicari titik kesetimbangan bebas penyakit dan 
titik kesetimbangan endemik penyakit. 
1. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
 Titik kesetimbangan bebas penyakit, berarti dalam populasi tidak ada 
individu yang sakit atau     . Untuk mendapatkan titik kesetimbangan pada 
sistem (2.7), maka persamaan (2.7.a) dan persamaan (2.7b) diberi nilai nol 
atau sama dengan nol, sehingga sistem (2.7) menjadi : 
                  
                        (2.8) 
Dan untuk mendapatkan titik kesetimbangan bebas penyakit, maka dilakukan 




               
                   
                 
Sehingga diperoleh   untuk titik kesetimbangan bebas penyakit yang 
dinotasikan dengan     . 
 Dari penyelesaian di atas, maka diperoleh titik kesetimbangan bebas 
penyakit              . 
 
2. Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit 
  Jika suatu populasi mempunyai titik kesetimbangan endemik penyakit 
berati di dalam populasi tersebut selalu terdapat individu yang terserang 
penyakit yang sedang dibicarakan atau    . Dari persamaan kedua pada 
sistem (2.8) di atas, maka :  
              
             
Karena    , maka : 
        
Sehingga diperoleh   untuk titik kesetimbangan endemik penyakit yang 
dinotasikan dengan  ̂ 
   
 
   
 Kemudian substitusikan (masukkan)  ̂ ke dalam persamaan pertama 
pada sistem (2.8) di atas, sehingga :  
                     
   
   
 
       
   
 
  
                                            (
   
 
) 
                               
   (
   
 
)
     
 
                             
 







Diperoleh   untuk titik kesetimbangan endemik penyakit yang dinotasikan 
dengan  ̂   
 




.  Berdasarkan penyelesian di atas, diperoleh titik 
kesetimbangan endemik penyakit ( ̂  ̂)   (









 Setelah diperoleh titik kesetimbangan, selanjutnya akan diselidiki 
kestabilan titik kesetimbangan tersebut. Kestabilan titik kesetimbangan pada 
contoh model SIR di atas dapat dilihat pada uraian berikut : 
Misalkan       
                    
                             
Kemudian masing-masing fungsi diturunkan secara parsial terhadap variabel 
pada fungsi tersebut, seperti di bawah ini :     
a. Fungsi         diturunkan terhadap variabel   : 
  
        
  
 
            
  
        
b. Fungsi         diturunkan terhadap variabel   : 
    
        
  
 
            
  
      
c. Fungsi         diturunkan terhadap variabel   : 
 
        
  
 
            
  
      
d. Fungsi         diturunkan terhadap variabel   : 
 
        
  
 
            
  
         
 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit               
Teorema 2.2 (Husni Tamrin, 2007) Jika      , maka titik 
kesetimbangan bebas penyakit               stabil asimtotik. 
Bukti : 
 Dari penurunan parsial pada    dan    yang telah dijelaskan di atas, 
maka didapat matriks Jacobian : 
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         [
        
        
]  
Oleh karena titik kesetimbangan              , maka matriks Jacobian  
        berubah menjadi : 
            [
    
      
]  
  Kemudian dicari determinannya untuk mendapatkan nilai eigen 
dari matriks Jacobian. 




    
      
] 
   (            )  [
    
   [     ]
]  
 Det (            )    
 det ([
    
   [     ]
])    
  Berdasarkan determinan matriks di atas, maka diperoleh persamaan 
karakteristik : 
                    
Diperoleh       dan           Jelas bahwa         dan 
diperoleh bahwa nilai                 . Jadi, terbukti 
bahwa jika       maka titik kesetimbangan bebas penyakit       
      stabil asimtotik. 
  Berdasarkan penyelesaian di atas, diperoleh bahwa jika laju 
penularan penyakit lebih sedikit dari laju kesembuhan penyakit ditambah 
dengan laju kelahiran, maka titik kesetimbangan bebas penyakit 
              stabil asimtotik yang berarti bahwa dalam jangka waktu 




 Titik kesetimbangan endemik penyakit ( ̂  ̂)   (









Teorema 2.3 (Tamrin H. dkk, 2007)  Titik kesetimbangan endemik 
penyakit ( ̂  ̂)   (








)  stabil asimtotik jika        
Bukti : 
  Sama halnya seperti penyelesaian pada titik kesetimbangan bebas 
penyakit, maka akan ditentukan matriks Jacobian dari penurunan parsial 
pada    dan    di atas. 
           [
        
        
] 
  Karena titik endemik penyakit ( ̂  ̂)   (









matrik di atas berubah menjadi : 
    ( ̂  ̂)  *
  (
 




)       
 (
 






      *
   
   
    
  
   
   
+  
Selanjutnya untuk mendapatkan nilai eigen dari matriks Jacobian dicari 
det (     (  ̂  ̂))    




   
   
    
  
   
   
+ 
 (     (  ̂  ̂))  *
  
  
   
   
 
  
   
   
+ 




   
   
 
  
   
   
+    
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Maka diperoleh persamaan karakteristik berikut:  
      
  
   
             
nilai eigen pada persamaan karakteristik tersebut dapat dihitung : 
      
  
  
   
 √(
  
   
)
 




      
 
  
   
 √(
  
   
)
 
          
 
 
 Untuk    : bagian real dari      atau  
  
     
  . Karena  
     , maka         sehingga              
sehingga     . 
 Untuk    : bagian real dari      atau  
  
     
  , karena 
      maka         sehingga            , 
sehingga     . 
 Dari uraian-uraian penyelesaian tersebut di atas, maka dapat 
disimpulkan bahwa titik kesetimbangan endemik penyakit ( ̂  ̂)   
(








) stabil asimtotik jika      , yang artinya 
bahwa dalam populasi selalu terdapat individu yang terinfeksi 
penyakit jika laju penularan lebih besar dari laju kesembuhan 





 Metodologi yang digunakan dalam penelitian ini yakni : 
a) Studi literatur atau studi pustaka, mempelajari buku-buku yang berkaitan 
dengan pemodelan matematika khususnya tentang model SIR. 
b) Merumuskan masalah, menentukan rumusan masalah yang akan dibahas. 
c) Membuat asumsi-asumsi dalam model, di antaranya adanya kelahiran dan 
kematian alami, kematian akibat penyakit yang dibicarakan dan migrasi 
konstan. 
d) Membuat model matematika, yaitu model SIR dengan beberapa asumsi 
yang telah dibuat sebelumnya di atas. 
e) Menentukan titik kesetimbangan (equilibrium), yakni titik kesetimbangan 
bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik penyakit.. 
f) Menganalisa kestabilan titik kesetimbangan tersebut ( pada point e ), 
apakah stabil, stabil asimtotik atau tidak. 
g) Menyimpulkan hasil dari analisis kestabilan titik kesetimbangan, dari 
kestabilan asimtotik akan diperoleh kesimpulan bahwa individu dalam 
suatu populasi bebas penyakit maupun terinfeksi penyakit. 
 
BAB IV 
PEMBAHASAN DAN HASIL 
 
 
Pemodelan matematika merupakan suatu alat dalam ilmu matematika yang 
dapat digunakan untuk membantu mempermudah penyelesaian masalah dalam 
kehidupan nyata ke dalam model matematis dengan menggunakan asumsi-asumsi 
tertentu. Selanjutnya dari model yang didapat, dicari solusinya. Pemodelan 
matematika juga dapat digunakan untuk memodelkan penyebaran penyakit dalam 
populasi.  
Pada bab ini dibahas mengenai model SIR penyakit fatal (yang dapat 
menimbulkan kematian). Pada model, populasi dibagi menjadi tiga kelas yaitu 
kelas susceptible atau kelas yang berisi individu-individu rentan terhadap 
penyakit, dan kelas infected atau kelas yang berisi individu-individu terinfeksi 
penyakit dan dapat menularkan penyakit, serta kelas recovered yang berarti kelas 
yang berisi individu-individu yang telah sembuh dari penyakit. 
Jika      menyatakan jumlah individu yang rentan terhadap penyakit 
(susceptible) pada saat t,      menyatakan jumlah individu terinfeksi (infected) 
pada saat t, dan      menyatakan jumlah individu yang recovered atau sembuh, 
serta     menyatakan jumlah populasi pada saat t, maka                  
    . 
4.1 Asumsi - Asumsi dalam Model 
Asumsi-asumsi atau catatan-catatan yang diberikan dalam model SIR ini     
di antaranya sebagai berikut :  
1) Dalam populasi terjadi proses migrasi, dengan laju imigrasi besarnya 
konstan     , dan laju emigrasi besarnya konstan     . 
2) Adanya proses kelahiran dan kematian alami dalam populasi dengan laju 
kelahiran konstan     dan laju kematian konstan    . 
3) Laju penularan penyakit dari susceptible menjadi infected adalah konstan 
dan dinyatakan dengan    . 
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4) Laju kesembuhan penyakit dari infected menjadi recovered adalah konstan 
dan dinyatakan dengan    . 
5) Laju kematian akibat penyakit yang dibicarakan adalah konstan dan 
dinyatakan dengan     
4.2  Model SIR 
  Berdasarkan asumsi-asumsi tersebut pada 4.1 di atas, maka dapat dibuat 
diagram alir model SIR seperti gambar berikut: 
                                           
            
             β  
 
               
           
    
       S                                            
 
Gambar 4.1  Model SIR Penyakit Fatal dengan Migrasi 
 
 Dari model gambar di atas, maka diperoleh sistem persamaan diferensial 
sebagai berikut : 
  
  
     
 
 











 =                            
dengan         merupakan jumlah populasi keseluruhan. 
4.3 Titik Kesetimbangan (Equilibrium) 
 Titik kesetimbangan (equilibrium) dari sistem (4.1) dapat ditentukan 
dalam dua keadaan, yaitu : titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 
kesetimbangan endemik penyakit. Titik kesetimbangan bebas penyakit 
artinya tidak ada individu yang terserang penyakit dalam populasi, 
S I R 
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sedangkan titik kesetimbangan endemik penyakit artinya selalu ada individu 
yang terserang penyakit.  
1. Titik kesetimbangan bebas penyakit (     
 Untuk mendapatkan titik kesetimbangan sistem (4.1), maka 
persamaan-persamaan pada sistem (4.1) diberi nilai nol, sehingga sistem 
(4.1) menjadi : 
                             
 
 
              = 0 
                     +            = 0 
                    +            = 0 
                      
                                                                     
sehingga diperoleh   untuk titik kesetimbangan bebas penyakit yang    
dinotasikan dengan      yaitu    
  
         
  dengan syarat        . 
 Berdasarkan penyelesaian di atas, maka diperoleh titik kesetimbangan 
bebas penyakit         (
  
         
  ) dengan syarat        . 
2. Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit       
 Titik kesetimbangan endemik penyakit artinya selalu ada penyakit 




                     
      
 
 
                 
     ( 
 
 
            )    
                 
 
 
              
Sehingga diperoleh   untuk titik kesetimbangan endemik penyakit yang 
dinotasikan dengan  ̂, yaitu  ̂  
            
 
   
 Selanjutnya substitusikan  ̂ ke dalam persamaan pertama pada sistem 
4.1 di atas, sehingga :  
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              = 0 
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Sehingga diperoleh   untuk titik kesetimbangan endemik penyakit yang 
dinotasikan dengan  ̂, yaitu  ̂   
       
 
      
       Berdasarkan penyelesaian di atas, maka diperoleh titik kesetimbangan 
endemik penyakit ( ̂  ̂)  ( 
            
 
   (
       
 
  ) ) 
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4.4 Kestabilan Titik Kesetimbangan (equilibrium) 
Setelah diperoleh titik kesetimbangan dari sistem (4.1), maka akan 
diselidiki kestabilan titik kesetimbangan pada model tersebut. Untuk 
mengetahui kestabilan titik kesetimbangan pada model tersebut dapat dilihat 
uraian di bawah ini : 
 Misalkan :  
             
 
 
              
          
 
 
                   
  Kemudian masing-masing fungsi diturunkan secara parsial terhadap 
variabel pada fungsi tersebut, seperti di bawah ini :  
 Fungsi        diturunkan terhadap variabel   : 
  
       
  
  
 (          
 
 
            )
  
     
 
 
         
 Fungsi        diturunkan terhadap variabel   : 
  
       
  
  
 (          
 
 
            )
  




 Fungsi        diturunkan terhadap variabel   : 
  
       
  
  
   
 
 
                    
  




 Fungsi        diturunkan terhadap variabel   : 
  
       
  
  
   
 
 
                    
  
   
 
 
             
 
 Selanjutnya akan ditentukan matrik Jacobian dari beberapa turunan 
parsial di atas, sehingga : 
           [
       
  
 
       
  
       
  
       
  
] 
setelah masing-masing fungsi diturunkan secara parsial terhadap 
variabelnya, maka matriks         di atas menjadi : 
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          [
   
 
 









            
] 
 
A. Kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit,         
  
  
         
    . 
Teorema 4.1 :  
Titik kesetimbangan bebas penyakit          
  
         
    stabil 
asimtotik jika                
 
         
           
 . 
Bukti : 
Berdasarkan matriks Jacobian         yang telah dibahas sebelumnya 
di atas, maka substitusikan 
  
         
 dan 0 ke dalam matriks         
tersebut sehingga diperoleh matriks   (       ) sbb :  
            [
            
 
         
  
 
         
            
] 
 Kemudian langkah selanjutnya adalah mencari determinan 
(             )    untuk mendapatkan nilai eigen dari matriks 
Jacobian. 
Misal matriks           
     )        





            
 
         
  
 
         
            
] 
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 |  |  
|
   [         ]     
 
         
   * 
 
         





   [         ]     
 
         
   * 
 
         
            +
 |    
 
Dari determinan   di atas, maka diperoleh persamaan karakteristik : 
             [         ] (  * 
 
         
            +)    
sehingga nilai-nilai eigen dari persamaan karakteristik di atas adalah: 
            , dan     
 
         
            . 
Diketahui bahwa           maka      , dan  
 
         
 
            maka      . Itu berarti bahwa untuk   menuju 
tak hingga (dalam waktu yang lama) tidak ada penyakit dalam 
populasi jika laju kelahiran ditambah dengan laju imigrasi lebih kecil 
dari laju emigrasi dan laju kematian alami, dan juga jika dalam 
populasi besar laju penularan dikali dengan laju kelahiran dibagi 
dengan laju kematian dikurangi dengan laju imigrasi serta ditambah 
dengan laju emigrasi lebih kecil dari laju emigrasi dikurangi dengan 
laju imigrasi ditambah laju kematian akibat penyakit yang 
dibicarakan, ditambah dengan laju kematian alami dan ditambah 








B. Kestabilan titik kesetimbangan endemik penyakit ( ̂  ̂)  
( 
            
 
  (
       
 
  )  ) 
Teorema 4.2 : Titik kesetimbangan endemik penyakit ( ̂  ̂)  
( 
            
 
  (
       
 
  )  ) stabil asimtotik jika      
         dan            
 Bukti : 
 Sama seperti penyelesaian pada titik kesetimbangan bebas 
penyakit di atas, maka kestabilan titik kesetimbangan endemik 
penyakit dapat diselidiki melalui uraian di bawah ini : 
 Berdasarkan matriks Jacobian         sebelumnya, maka setelah 
dimasukkan nilai  ̂ dan   ̂  menjadi matriks Jacobian   ( ̂  ̂): 
    ( ̂  ̂)  [
                    
           
] 
Langkah selanjutnya menentukan determinan, (     ( ̂  ̂))   . 
Misalkan matriks   (     ( ̂  ̂)), maka : 
    *
  
  
+    ( ̂  ̂) 
    *
  
  
+   [
                 
           
] 
 
     [
                    
            
] 
 Selanjutnya untuk mendapatkan nilai eigen dari matriks di atas, 
maka akan dicari    (     ( ̂  ̂))   . 
 det [
                    
            
]    
 Sehingga diperoleh persamaan karakteristik matriks Jacobian di 
atas adalah : 
                                                    = 0 
                                                     = 0 
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                                                      =0 
Misalkan          dan                       
         , maka persamaan karakteristik di atas memiliki akar-akar : 
   




   




 Karena               dan           , maka 
bagian real pada      dan     , sehingga berdasarkan teorema 
4.2 titik kesetimbangan endemik penyakit stabil asimtotik, yang 
berarti bahwa untuk solusi awal yang cukup dekat dengan titik 
equilibrium maka solusi sistem (4.1) akan selalu berada cukup dengan 
titik equilibrium, dan untuk   menuju tak hingga maka solusi Sistem 
(4.1) akan sama dengan titik equilibrium endemik penyakit. Hal ini 
berarti bahwa untuk   menuju tak hingga selalu ada penyakit dalam 
populasi jika dalam populasi laju kelahiran ditambah laju imigrasi 
lebih kecil dari laju kematian(akibat penyakit yang dibicarakan) 
ditambah laju emigrasi lalu ditambah laju kematian alami dan laju 
kesembuhan, dan jika laju kelahiran dikali laju penularan ditambah 











4.5     Simulasi 
a.  Titik Equilibrium Bebas Penyakit 
   Ambil parameter :                                    
                    Lalu, substitusikan nilai parameter tersebut ke 
dalam sistem (4.1) : 
  
  








 =                         
Titik equilibrium bebas penyakitnya adalah         
  
  
         
    stabil asimtotik jika           dan  
 
         
 
           . Agar kestabilan titik equilibrium bebas penyakitnya 
dapat ditentukan, maka  masukkan nilai-nilai parameter tersebut di atas ke 
dalam matriks di bawah ini : 
           [
            
 
         
  
 
         
            
] 
 
           
[
                   
        
             
 
        
             
                    
] 
           *
       
     
+ 
 Lalu cari det (              , 
 Det [
        
      
]    
 Sehingga didapat persamaan karakteristiknya : (                 
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 Dari persamaan karakteristiknya, diperoleh nilai-nilai eigen         dan 
       . Dan berdasarkan itu dapat disimpulkan bahwa titik equilibrium bebas 
penyakit stabil asimtotik. Hal tersebut dapat digambarkan seperti gambar (4.2) di 
bawah ini: 
 
Gambar 4.2 Orbit Kestabilan Titik Kesetimbangan Model SIR Penyakit 
Fataldengan Migrasi 
Berdasarkan gambar (4.2) di atas, bisa dilihat arah trayektori menuju titik 













b.  Titik Equilibrium Endemik Penyakit 
   Ambil parameter :                                    
                    Lalu, substitusikan nilai parameter tersebut ke 
dalam sistem (4.1) : 
  
  








 =                         
  Titik equilibrium endemik penyakitnya adalah ( ̂  ̂)  
(
            
 
  (
       
 
  ) ) dengan syarat           
    dan           . Agar kestabilan titik equilibrium bebas 
penyakitnya dapat ditentukan, maka  masukkan nilai-nilai parameter di atas 
ke dalam matriks di bawah ini : 
   ( ̂  ̂)  [
                    
           
] 
 
   ( ̂  ̂)  
[
                                      
                     
] 
   ( ̂  ̂)  [
        
     
] 
 Lalu cari det (      ( ̂  ̂), 
 Det [
         
      
]    
 Sehingga didapat persamaan karakteristiknya :  
(                           
Dari persamaan karakteristiknya, diperoleh nilai-nilai eigen         dan 
                  . Dan berdasarkan itu dapat disimpulkan bahwa titik equilibrium 
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bebas penyakit stabil asimtotik. Hal tersebut dapat digambarkan seperti gambar 
(4.2) di bawah ini: 
 
Gambar 4.2 Orbit Kestabilan Titik Kesetimbangan Model SIR Penyakit 
Fataldengan Migrasi 
Berdasarkan gambar (4.2) di atas, bisa dilihat arah trayektori menuju titik 
equilibrium, sehingga dapat disimpulkan bahwa titik equilibrium endemik 






5.1 Kesimpulan  
 Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat disimpulkan 
sebagai berikut : 
1. Model SIR penyakit fatal dengan migrasi adalah : 
  
  
       
 
 
              
  
  
    
 
 
                   
  
  
 =                   
dengan jumlah populasi diasumsikan        , dimana  ,    dan R 
masing-masing adalah kelas susceptible, kelas infected dan kelas 
recovered dalam populasi. 
2. Ada dua titik kesetimbangan pada model SIR penyakit fatal dengan 
migrasi yaitu : 
a. Titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu  (     )  ( 
  
(       )
  ) 
dengan syarat        .  
b. Titik kesetimbangan endemik penyakit yaitu ( ̂  ̂)   
( (
            
 
 )  (
       
 
  ) ). 
 Pada model SIR penyakit fatal dengan migrasi, titik kesetimbangan 
bebas penyakit (     )  ( 
  
(       )
  )  stabil asimtotik jika      
     , dan  
 
(       )
              yang berarti pada 
akhirnya tidak ada penyakit dalam populasi jika laju kelahiran ditambah 
dengan laju imigrasi lebih kecil dari laju emigrasi ditambah dengan laju 
kematian, dan juga jika dalam populasi besar laju penularan dikali dengan 
laju kelahiran dibagi dengan laju kematian dikurangi dengan laju imigrasi 
serta ditambah dengan laju emigrasi lebih kecil dari laju emigrasi 
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dikurangi dengan laju imigrasi ditambah dengan laju kematian akibat 
penyakit yang dibicarakan dan dtambah dengan laju kematian dan 
ditambah dengan laju kesembuhan. 
 Sedangkan titik kesetimbangan endemik penyakit  ( ̂  ̂)   
 ( (
            
 
 )  (
       
 
  ) ) stabil asimtotik jika      
         dan jika populasi memenuhi kondisi           , 
yang berarti bahwa pada akhirnya selalu ada penyakit dalam populasi jika 
dalam populasi laju kelahiran ditambah laju imigrasi lebih kecil dari laju 
kematian akibat penyakit yang dibicarakan dan ditambah laju emigrasi 
ditambah laju kematian alami dan laju kesembuhan, dan jika laju kelahiran 
dikali dengan laju penularan ditambah laju imigrasi lebih besar dari laju 
emigrasi ditambah laju kematian alami. 
  
5.2 Saran 
 Tugas akhir ini memodelkan penyebaran penyakit dengan asumsi-asumsi 
tertentu antara lain adanya proses migrasi, terdapat penyakit fatal sehingga 
adanya kematian akibat penyakit yang dibicarakan, serta asumsi lainnya. Pada 
tugas akhir ini juga untuk menyelidiki kestabilan titik kesetimbangan 
menggunakan metode linearisasi. Bagi pembaca yang tertarik dengan topik 
ini disarankan menambahkan asumsi yang berbeda untuk memodelkan 
penyebaran penyakit dan menggunakan metode lain untuk menyelidiki 
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